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r : coordenad~ radial [ m ] 
e : coordenada angular [rad] 
z : coordenada axial [ m ] 
t coordenada temporal [ seg I 
u : velocidade radial [ mjseg I 
v: velocidade angular [rn/seg] 
w : velocidade axial [ mjseg 1 
... 
u : vetor campo velocidade (u,v,w) 
- I 2 p : press.ao { N m ] 
T : temperatura [o K 1 
~ : tensor de tensões [N/m2 ] 
~ .. : tensor de tensão viscoso [ N/m2 1 
D: tensor de deformação [1/seg] 
q: vetor fluxo de calor [W/m2seg] 
$ vetor função corrente 
... 
w : vetor vorticidade 
$ . função corrente . 
"' : vorticidade 
~ : função de dissipação 
- especifica [V/ 0 k.kg] u : energia interna 
u unitário u u il ) n . vetor (e r, ee, . z 
~.~ coeficientes de viscosidade 
. 2 . IN seg/m ] . 
k . conductividade térmica [ W/m o k] . 
i 
, ou 
capacidade calorífica apressao constante [J/ °K Kg] 
:densidade [Kgjrn3 ] 
S: coeficiente de compressibilidade térmica fl/°K} 
g: aceleração da gravidade [rn/seg2 ] 
f: força externa [ fr' f 6 , fz] 
Pm : densidade à temperatura de fusão 
Tm : temperatura de fusão 
T
0 
: temperatura do cadinho 
w
0 
velocidade de rotação d.O cadinho [ rad/seg] 
w
5 
velocidade de rotação do cristal [rad/segl 
Re
0 












Gr : número de Grashof; Gr = gS{Tc- Tm)b 3;v 2 
Pr : número de Prandtl; Pr = vpcp/K 
Ra : número de Rayleigh ; Ra = Gr.Pr 
a raio do cristal [ m 1 
b : raio do cadinho [ m ] 
d ' altura do cadinho [ rn I 
E . parâmetro positivo . 
!l ' um domínio limitado 
!l . o fecho de !l . 
31l o contorno de !l 
v ; operador gradiente 
V. operador divergente 
.. ~ 
i i 
Vx : operador rotacional 




SIMULAÇÃO NUMtRICA DO FLUXO DE CZOCHRALSKI NÃO ISO~RMICO 
RESUMO 
Na produção de cristais pela sólidificação de sais fundidos, 
a técnica de CZOCHRALSKI é amplamente utilizada. 
Os cristais obtidos por esta técnica são indicados para 
construção de dispositivos de baixa potência. 
Nesta técnica o sal é fundido num cadinho e mantido a 
a 
uma 
temperatura superior a seu ponto de fusão. uma semente do cristal 
é mergulhada no líquido e então puxada lentamente. 
O calor latente do sal aue se solidifica na interfase semen-
te-lÍquido, é eliminado por a::mducções através do cristal. 
Os três mecânismos básicos: convecção natural, rotação do ca 
dinho e .rotação do cristal e suas combin~ções foram simuladas nu-
méricamente, para um fluxo de CZOCHRALSKI. urna solução aproximada 
foi obtida mediante o' método dos elementos finitos mistos, utili-
zando'· elementos quadrilaterais subparamétricoS com aproximações / 
quadráticas nas componentes da velocidade e a temperatura e linea 
res na pressao. As integrais são calculadas numéricamente com uma 
regra gaussiana de nove pontos. As equações discretizadas sao re-
solvidas pelo método de Newton e, os sistemas lineares pelo méto-
do frontal. O fluxo é não isotérmico, jncompressivel, newtoniana, 
estacionário, tridimensional axisimétrico com fronteiras fixas.Ou 





O. crescimento de cristais usando a técnica de Czochralski 
precisa de um conhecimento e posteribr análise, dos fenômenos de 
transporte que ocorrem no material fundido. Uma tentativa experi 
mental neste sentido, apresenta dificuldades. Desta forma, a si-
mulação numérica da fase líquida a partir das equaçoes que regem 
O escoamento, serve de grande ajuda para introduzir as modifica-
ções que produzam uma melhoria na qualidade do cristal. 
O processo de crescimento, básicamente, segue o seguinte es 
quema: um material(arsenieto de galio, silício pJliCristaliro, etc) -e 
introduzido num cadinho onde é fundido e m.;;tntido a uma temperatu 
ra superior à do ponto de fusão. Uma semente de cristal é mergu-
lhada no líquido e então puxada lentamente. A transmissão de ca-
lor por condução através da semente permite a eliminação do c a-
lor latente gerado pelo sal fundido que se solidifica na interfa 
ce semente-líquido. As partes mais frias que sustentam a semente 
são refrigeradas continuamente, permitindo o transporte de calor 
através da se~ente. Calor também é eliminado por radiação da se-
mente para a atmosfera que envolve o cadinho. 
No líquido existem dois processos principais na transmissão 
de calor: condução e convecção .. A·lérn da convecçao natural, ternos 
a convecção forçada gerada pela rotação de cadinho e/ou cristal. 
• 
2 
A convecçao naturai surge devido à presença de gradientes de tem 
peratura num campo gravitacional. A não-homogeneidade na densid~ 
de, sob a aÇ~o da gravidade, faz com que as partículas do fluido 
mais frias desçam enquanto as mais quentes tenderão a subir, ge-
rando um movimento contínuo no seio do líquido. 
Na simulação numérica deste tipo de fluxos, o uso do método 
dos elementos finitos resolve vantajosamente as dificuldades que 
surgem na representação das geometrias das fronteiras que evo-
1 uem com o .tempo • 
• 
Analisaremos apenas o caso.estacionário e obteremos resulta 
dos considerando os mecanismos básicos: convecção natural, rota-
ção do cadinho e do cristal com as possíveis combinações. 
A maioria das simulações numéricas para um fluxo de Czoch-
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O modelo estabelecido .satisfaz as seguintes hipóteses sim-
plificadoras: 
Apresenta axisinetría , ou seja, as componentes da velocida 
de, a temperatura e a pressão n3:o de:-enden da coordenada azimu 
tél; contudo a componente azimutal da velocidade aparecerá quan-
do o cristal ou o cadinho começarem a rodar e será incluída no 
cálculo. Esta hipótese nos permite reduzir o domínio do fluxo a 
apenas duas dimensões. Além disso, neste caso, é factível res 
tringir esse domínio apenas a metade. Também, teremos formas de 
visualização dos resultadOs, mediante gráficos em duas dimensões. 
Excluímos do nosso cálculo a presença de c"élulas periódicas 
azimutais convectivas que foram observadas em alguns -experirnen-
tos· devido a hipotese de axisimetria. 
A simulação está baseada na aproximação de Boussinesq , a 
qual estabelece que todos os coeficientes de transporte permane-
cerão constantes com exceçao da densidade, quando -esta atuar nos 
termos das forças de -flutuação. 
O calor gerado pela dissipação viscosa e o calor 
nao são considerados. 
radiante 
Supõe-se que o fluido e viscoso. A i~terface é mantida • a 
temperatura de fusão. Na parede do cadinho temos uma dÚpla esco-
lha: a temperatura pode ser fixada em toda sua extensão ou o fun 
do pode ser isolado. A superficie do líauido é tomada como térmi 
camente isolada. 
O nosso problema pode ser caracterizado do ponto de vista 
3 
matemático como segue: achar uma solução aproximada de um siste-
ma não linear de equações diferenciais parciais. com condições de 
fronteiras mistas. 
1.2 A BIBLIOGRAFIA CONSULTADA 
Indicaremos neste parágrafo, as principais fontes bibliogr~ 
ficas que foram usadas para a confecção desta tese. 
Devido a que o objetivo principal a atingir neste trabalho, 
-e uma tentativa·de repetir alguns dos resultados dados em [ 1] 
o mesmo foi desenvolvido seguindo a orientação dada nessa publi-
cação e, portanto, várias conclusõ.es serão feitas analisando e 
comparando os gráficos, para as linhas de corrente e isotermas , 
entre os gráficos fornecidos na publicação indicada e as obtidas 
neste tiabalho. Para isso foram usados, em geral, os mesmos va-
lares para os parâmetros físicos e geométricos. 
Por o~tro lado, pensando em dar continuidade aos trabalhos 
apresentados em [ 2 ] , [ 3 1 e [ 4 ] , fqram considerados vários 
aspectos aí apontados. Aliás, este trabalho vem a complementar 
ao menos, em parte, os referidos,no sentido de que é levada em 
conta a convecção natural. 
A apresentação das equações que regem o escoamento nas va-
riáveis primitivas e através da função corrente e vetor vortici-
dade foi obtida de [ 5 ] e [ 9 ] • A formulãção variacional das 
equaçoes para o nosso problema, foi feita, por analogia, com a 
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apresentada em [ 6 I , onde essa formulação é colocada para as 
equações de Navier-Stokes para um fluxo isotérmico. Não foi pos-
sível, na bibliografia consultada, achar uma formulação variacio 
nal ern,·gue se incluía a equação de energia térmica. Na sua maio-
ria, as mais recentes publicações tratam de novas formulações ~ 
equações de Stokes e Navier-Stokes, ·principalmente em relação a 
análise de convergência e da acuidade. 
Para .introduzir o método dos elementos finitos foi usado 
[ 10 1 . A fundamentaçãO da formulação variaCional mista, a qual 
é usada no presente trabalho e outras formulações 
foram tomadas principalmente de [ 7 ] 
1.3 DESCRIÇÃO DO TRABALHO 
alternativas 
Resumiremos o que será feito nos próximos capítulos. 
No Capítulo II são colocadas as equações de escoamento para 
um fluido viscoso não isotérmico em forma vetorial. Novamente 
as equações são apresentadas em ooordenadas polares. SimplificaE 
do e particularizando, obtemos as equações de Navier-Stokes e o 
problema de Stokes os quais também são co locadas em termos de no 
vas variáveis: função corrente e vetor vorticidade. Por Último , 
as equações são adimensionalizadas para que surjam os números 
adimensionais. 
Numa forma esquemática e conceitual é apresentada no inÍcio 
do Capítulo III a formulação dos resíduos ponderados e o método 
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dos elerrentos finitos indicando alguns dos aspectos ! ,computacio-
nais. A seguir a fundamentação da formulação variacional mista 
é feita a partir do problema de minimização de funcionais com 
. 
restrições. Esta, e as formulações alternativas são colocadas p~ 
ra as equações de Navier-Stokes e/ou Stokes convenientemente. Em 
cada caso, destacam-se vantagens e ·desvantagens de cada urna de-
las. Deve-se esclarecer, que estas últimas são tratadas de forma 
superficial e foram extraidas de estudos mais detalhados que po-
dem ser encontrados na bibliografia oportunamente indicada. o 
objetivo, é, principalmente mostrar outros procedimentos altern~ 
tivos existentes para a resolução de problemas deste tipo. Final 
rnente,·é feita a formulação variacional mista para o nosso pro-
blerna no caso não-estacionário. 
No Capítulo IV começamos por definir.os espaços de aproxirn~ 
çao para a formulação variacional aproximada no caso estacioná-
rio; a seguir são introduzidas algumas simplificações e as fun-
ções testes e da base~ em seguida, obtemos um sistema algébrico 
não-linear, e são mostrados os métodos e técnicas computacionais 
para sua resolução. 
No Último capítulo descrevemos, na primeira parte, os tes-
tes realizados; a seguir são mostrados os resultados em for-
ma gráfica e as respectivas conclusões. No fim, são descritas as 
principais subrotinas usadas e colocadas propostas de novos tra-
balhos. 
Notação, definições e cálculos auxiliares sao encontrados 
6 
nos apêndices. 
l.4 CONDIÇÕES DE FRONTEIRA E PARl\METROS F1STCOS E GEO~TRICOS 
' 
Colocaremos as condições de fronteira e consideraremos al-
guns dados e relações entre parâmetrOs fÍsicos e geornétricos.Pr! 
meiramente analisaremos as condições na fronteira: 
a. fundo do cadinho; O< r < b 1 Z = O 
u=w=O; v = • r 
b. lateral do cadinho; r = b, O < z < d 
u "" w =O ' v = wc • b ' 
c. superf"icie -livre; a <r < b,z = d 
w =o ; au;az = 3v,l'az = õT,/'az =O 
d. cristal; a <r < b/2, z = d 
u = w = O; V = w5 • r ; T = O 
e. eixo de simetria ; r = O, O < z < d 
u = v = O ; a T ;a r. = a w /3 r = O 
ou ôT = az 
o 
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Tendo em conta a equaçao l2. 5. 8) , 1p = O sob todo o conter-
no. 
Alguns dados típicos do modelo sao: 
a = 0.001 - 0.03m ; b = 0.025 - 0.05m ; d = 0.05 - 0.1m 
w
5 
= O - lOrpm ; w = -50 - SOrpm 
c 
Pr = 0.015 - 0.09 Gr = 6 x 10 - 9 x ~o 
Re = 1300 - 5350 ; Re = - 1500 - 1500 
·A relação entre os parâmetros geométricos e a seguinte: 
d/b = 2 a/b = 1/2 
daauí podemos fixar valores para a, b e d como segue: 
a = 0.02 ; b = o. 04 ; d = 0.08 
Os valores para as propriedades do fluido sao os seguintes: 
Tm: temperatura de fusão 1511 °K 
p: densidade (1518 oK) 5. 71 x 103 Kg;m3 
a: coeficiente de compressibilidade térmica 
v: viscosidae cinernãtica 
c : capacidade calorífica 
p 
k: conductividade térmica 
507 1FK .Kg 
15.15 w/m "K 
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CAP!TULO II 
2.1 AS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO [ 5 I, ,[ 9] 
O escoamento de um meio continuo é governado pelos princi-
pias da mecânica clássica e da termodinâmica. A aplicação das 
leis de conservação de massa, momento e energia fornecem as equ~ 
çoes básicas para descrever o escoamento, as quais formam um con 
junto de equações diferenciais parciais. 
As formas não conservativas destas equações sao respectiva-
mente: a equação de cons~rvação da massa: 
+ 
• u = o (2 .1.1) 
a equação de conservaçao do momentum: 
D~/Dt - V • cr- = f (2.1.2) 
a equaçao de conservação da energia: 
-P DU/Dt - cr + + Vu + V ." q = O (2.1.3) 
onde: 
D[ 
+ I (a t + (u • VI I l 
lO 
As equações acima estão baseadas numa descriÇão euleriana 
do .fluido; isto é, as propriedades características do meiop 
T, etc. são consideradas como funções do tempo e do espaço 




Devem se acrescentar as equações constitutivas para o ten-
sor de tenSões a para o vetor de fluxo de calor 
+ 
q. A relação 
para cr é expressa como a soma das contribuições do efeito está 
tico da pressão e do tensor de tensão viscoso Z proveniente da 
deformação do fluido durante o movimento, assim: 
a = -p I + l - (2.l.4) 
Estamos interessados apenas nos fluidos newtonianos;fluidos 
nos quais o tensor de tensão viscoso é função linear de tensor 





l = 2 ~D + À(V • u) I (2.1.5) 
onde ~ e À são coeficientes de viscosidade e D está dado 
por: 
1 -+ ..,... T 
D = 2 ( Vu + ( Vu) ) 
+ Para o vetor q assumimos que o fluido obedeça a lei de 
. ' 
Fourier para a condução de caiar: 
.. 
q = -k VT 
onde k é o coeficiente de conductividade térmica. 
Trataremos de um fluido imcompressível que se 
pela seguinte condição: 





O fluido é dito com divergência livre e a equaçao (2.1.5) 
símplifica~s~ pela hipotese de Stokes e incompressibilidade a: 
' 
(2.1.8) 
Se.introduzírmos a condição de imcompressibilidade (2.1.7), 
também chamada equação da continuidade, na equação (2.1.1) obte-
mos: 
DP/Dt = 0 
cujo significado é que a densidade permanece constante na traje-
_tória da partícula de fluido. 
~ necessário também considerarmos uma equaçao que relacione 
a energia interna específica com a temperatura. 
-u = l2.1.9) 
onde é a capacidade calorífica. 
Substituindo nas equações da conservação do momento (2.1.2) 
e da energia (2.1.3) as equações constitutivas (2.lo8) e {2.1.9) 
correspondentemente, temos: 
~ ~ 
pDu/Dt- V.(-p I+ 2 P!;l) =f (2.1.10) 
~ 
PCPDT/Dt- (-p I + 2 P!;l): Vu- kóT = O ( 2 .1.11) 
as formas conservativas das equaçoes acima sao: 
-+ -+-+ ~ 
pau(dt + pu.Vu- v. (-pi + 2 PJ?l =f (2.1.12) 
~ 
+ 2 PJ?):Vu- kóT =O (2.1.13) 
definimos a função dissipação viscosa como: 
~ ~ 
~ = cr:Vu = (-pi + 2 pD):Vu 
que de acordo com as hipóteses simplificadoras já mencionadas 
será desprezada. 
' 
Considerando a equaçao (2.1.12} no caso em que seja 
constante e levando em conta a equação de continuidade obtemos a 
12 
13 
equaçao de Navier-Stokes •. 
' + + + + + 
· p Gl u/H + u. Vu) + Vp - ~6 u = f 
Para baixos números de Revnolds (Re _<< 1) , desprezando o ter 
mo convectivo- não linear 
.... 
u.Vu obtemos; 
.. .. .. 
p3uj3t + Vp- ~6u =f 
com a equaçao continuidade 
.. 
V.u =O 
e com condiç'õe.S na fronteira (por exemplo condições de Dirichlet) 
definem o sistema de Stokes 
.. .. 
u :::: g em on 
2.2 AS EQUAÇÕES EM COORDENADAS CILÍNDRICAS POLARES [ 2 ] 
Em oon~ideração a geometria do modelo escrevemos as 
çoes em coordenadas cilÍndricas polares. 
equa-
Nestas coordenadas os diversos termos das equaçoes sao: 
~ 
Vu = 
v .u .= au.+ ! av ar. r a e 
Vp = (~ !~ ar ' r a e 
VT (a T 1 aT = ' :r rã ar 
t.T a 
2T 1 aT = -2 +--
ar r a r 
























Fazemos uso de uma das hipóteses sirnp~ificadoras: a axisime 
tria. 
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+ + u.Vu 
.. 
V.u au ~a r + ~ + r 
aw 
d z 







a r a z 







+ w0 v) 
dZ ' 
1 a (r a r 
agora, as equaçoes (2.1.7), (2.1.12) e (2.1.13) vao ser escritas 
nestes termos . 
Assim teremos para a equação da continuidade: 
(2. 2.1) 




2 3u at 2 2 ( u---+w- l +-- (2a u+~ au_ 2~+~+'9 w az ~ f (2. 2. 2) at ar r az ar ar2 r a r r2 az2 a r r 
a v (uau 1uv# 





(L.!!+! au+]_J:!_+! aw)+Za w ~ f (2.2.4) •a r ar dz a z ar2 r -ar r az azar r ar az2 z 
da energia -a equaçao e: 
aT 2 1 a 2T aT + waT)-k(U aT (2.2.5) pcp(at + u- + + -) ~ o ar az ar2 r a r a z 2 
Com relação ás forças externas, apenas a força de gravidade 
é considerada, assim: 
2. 3 A APROXIMAÇÃO DE BOUSSINESQ 
Em convecç.ao livre, a variação da densidade com a temperatu 
ra deve ser considerada. Na aproximação de Boussinesq, todas as 
propriedades do fluido são independentes da temperatura com a 
única exceção da densidade onde ela intervêm nos termos que le-
vam em conta as forças de flutuação do fluido. 
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Para obter a relação densidade-temperatura fazemos o desen-
volyimento de Taylor da densidade em função da temperatura, no 
ponto correspondente a temperatura de fusão Tm. 
consideraremos somente os dois primeiros termos: assim temos: 
(2.3.1) 
ond~ sm. é o coeficiente de compressibilidade dofluido. 
2.4 ANÂLISE DIMENSIONAL 
Com a finalidade de introduzirmos numeras adimensionais tí-
picos que caracterizam o escoamento, faremos a adimensionaliza-
çao das equações. 
ApÓs escolhermos os parâmetros característicos obtemos as 
variáveis adimensionalizadas: 
r* r z* z - ' -b b 
u* bu v• bv w* bw - - -v ' v ' v 







p* (p + 
b2 2 




+ 1 l + 
a 2 
= ~ -;; --. ~ ar r ar a z 
Substituindo os termos correspondentes e considerando a 





* a v --;; + 
* .a v 
u --;; 
at ar 
* aw• --;; + *
aw u-









a * + --; = 
r 
a u• + u*- + * ar 
* 
+ .a v + w *" a z 
* 





* v u*-; 
r 
* ~





• * 11 v 
* * 11 w 
az 
* ao + --;; 
ar 
= GrT* 
• * 11 T = o 
o (2.4.1) 





Onde Gr e Pr são os números de Grashof e Prandtl respec 
tivamente. 
A magnitUde do número de Grashof determina a impOrtância 
das forças de flutuação; entretanto um número de Prandtl pequeno 
indica·a predominância da condução sobre a convecçao. 
2.5 A FUNÇKO CORRENTE-VETOR VORTICIDADE [ 5 ] 




l..l.Ó.U + 'í/p = f . ' + V.u =O 
com a seguinte condição na fronteira: 
+ + u = g em an 
Este problema pode ser reformulado em termos do vetor verti 
cidade: 
+ + 
(lJ = v xu (2.5.1) 
para isso, o operador rotacional é aplicado na equaçao acima e o 




= V xf (2.5.2) 
esta equaçao pode ser associada com urna outra em termos do vetor 
função corrente 
+ 




que cumpre autOmaticamente com a condiçãõ de incompressibilidade .. 
V.u = O. 
Se aplicamos o rotacional em (2.5.3) obtemos: 
.. 
w = o (2.5,4) 
quando o escoamento é bidimensional, ou para fluxos tridimensio-.. 
nais axisimétricos, o vetor W tem uma componente normal ao pla 
. -
no do fluxo. Assim 
U = V X (1/J ~) (2.5.5) 
onde ~ é o versar unitário normal ao plano do fluxo e -e 
.. u 
uma função escalar. Neste caso, w = wk e as equaçoes (2.5.2} e 
(2.5.4) se transformarão em equações escalares: 
óVJ + w = o ; 








+ u u.n (2.5.9) 
Assim notamos a diminuição do número de variáveis e que a 
pressão não aparece explicitamente. 
Vamos expressar as componentes da velocidade 
(2.5.5) como derivada de W em coordenadas polares 
+ 
u = (ti,w) = ( 1 u -r a z' ! <!..!~!) r a r 
da - -equaçao 
(2.5.10) 
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onde- u e w sao as componentes radial e axial da veloCidade •. 





Para o cálculo de W , derivamos em relação a 
respectivamente cada urna das componentes de (2.5.10) 
obtemos: 
1 u 
- r2 a r 




r-ar + w 
e somamos as"dua últimas expressoes para obter; 
au =--r-az +w (2.5.11) 
esta equaçao deve ser resolvida com condições de fronteira apro-
priadas. 
As curvas 1/J constante sao as linhas de corrente -·para~- o 
fluxo estacionário correspondentes as trajetórias percorridas pe 
las ·part!culas do fluido. 
23 
CA!'!TULO lU 
3 .l - A FDRMULllÇÃQ DE GALERKIN E O M!hooo OC\S ELEMEN'K6 FINITa> [ lO ] 
3.1.1 -··um exemolo· :±-nt·rodutório-
A fim de anresentar o método, tomamos o problema (estabelecido 
no capítulo anterior) de determinar a solução para a função cor-
rente o:ue satisfaça(2.5.111 com as corresnondentes condiçOes de 
fronteira. O lado direito dessa e~uação é calculado a uartir da 
resolução do sistema determinado ?elas e<'!uações(2.1.7), (2.1.12), 
(2.1_.13} _para o caso estacionário. O problema referido nade ser 
formulado assim: 
achar u(x) tal 0ue 
-/iu = f em n ' 
u = o em an , (3.l.l.l) 
onde n é o domínio do fluxo e a fronteira an é contínua. 
2 o-Olamarros uma solução clássica, a uma função u (x) e C (Q) n C {Q) que sa-
tisfaça(3.l.l.l). Uma outra fonnulação deste p=blerna, demandará mm::>s regula 
ridade na soluçâ::> •. 





seja suficientemente regular, nor ·- exern-
L 2 (f!) • Mul tinlicamos o residuo de (3 .l.l.l) 
25 
por uma função teste (!?eSC} yE Hl o e integramos em .f!., temos 
J 
AU vdx t~ vdx = o 
!'! 






Nesta Última fo:rrra, a exigência de continuidade sobre a _soluçâ:J u dimi-
nuiu e levando em conta (3 .1 .. 2.11 reformulamos- o problema corno se 
gue: 
Achar u E H 1 (n) tal crue: 
o -
a(u,v) = (f ,v) 
2 L (!'!) 




Se a fúnção u E 
mente regular (.u e c 2 (_O} 
e (f,vl 2 = J!'!f vdx L (!'!) 
1 ( - -H !'!) e a soluçao de (3.L2.2) 
• 
for .suficiente 
n c 0 (!'!ll ela é tanbérn solução de (3.1.1.1). 
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3.1.3 - A FORMULAÇÃO POR MINIMIZAÇÃO [lO] 




Pode ser mostrado ~ue 0 problema (3.1.2.21 é equivalente ao 
problema de minirnização: 
Jlul · <. J(vl 'v' 
3 .1. 4 - Fo-rmul·ação· anroximada 
Faremos a formulação aproximada de (3.1.2.2); isto é, for.mu-
!aremos o problema num subespaço de dimensão finita 
• 
nara obtei- uh (uma solução aproximada de u) conhecida como a~apro 
ximação de Galerkin. 
Consideremos urna base de __ Vh; {<jl i (x} }~=l ; a solução aproxirn!: 
da pode ser escrita em termos dessa base: 
(3 .1.4 .1) 
e deve satisfazer a equaçao: 
o:msideranm· (3 .1.4 .1] temos: 
N 
a(~ a1 ~ 1 , ~J.] = (f,~J.) i=l 
agora o problema toma-se o de achar 
tisfaça 
... 
A a = 
l<j'::_N 
onde A é uma matriz cujos elementos sao.dados por: 
e as componentes de b nor 





Para que o sistema (3.1.4.3) seja de fácil resolução, devem ser 
levadas em conta algumas considerações relativas ã construção do 
subespaço de aproximação V h" O método dos elementos finitos for-
nece uma técnica para a construção das funções da base $
1
. O do-
mínio n é a9roximado ror nh :eormado pela união de subregiÕes sim-











sào polin6mios por !?artea- construidos, median 
te p:>limmios definicbs em cada elemento (as funções de formal de mo-. 
do nue o suporte de Qli seja compacto • 
3 • 2 - ELEMENTOS FINITOS MISTOS [ 7 ] 
3. 2 .1 - ~inimi·z·aç ão de funcionais 
Consideremos um funcional J definido sobre um espaço de 
Hilbert (~(n};~~~n) sao exemplos tipicos} com um produto interno 
(.,.)e norma ].] I = I(..,.). Desejamos achar u E H tal aue: 
J(u) < J(v) v E H J:H- -+ R (3.2.1.1) 
Se J é diferenciável{no sentido de Gãteaux) é possível cal 
cular a primeira variação de Gâteaux de J através de: 
<J'(u),v> = lim (J(u+ov)- J(u))/s 
s+O 
(3. 2 .1. 2) 
onde <o, • > denota a dualidade em H*x H., observe que se H* e o dual 
topolÓgico de H então J' (u) E H*. 
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O funcional J possui um ·nanto· cr-lti.co em u E H se a, J?ri-
meira variação de J se anula em u , ou $eja 
< J' (til , v~ = o V E H l3 .2.1.3) 
. o que e equivalente a: 
J' (ul = O (3.2.1.4) 
3. 2. 2 - Mi-nitnizaç-ã:o- -corn re'st_riçÕ'-e·s 
No parágrafo anterior o funcional era minimizado em todo o 
es!'aço H·.; frec:.uenternente encontramos problemas nos quais a mini-
mização é feita anenas num subconjunto de H oue satisfaz certas 
restrições tais como: 
Bu = g B:H Q (3.2.2.1) 
Orrle B é um operad:Jr linear contínuo H e Q são espaços· de Hilbert. 
o método dos mul ti::?licadores de Lagrange nos perrni te __ minimi-
zar antro funcional sobre o espaço total H. Introduzirros o espeço Q* (o dual de 
Q, o aual denominamos de espac::o dos multi!'llicadores- de Lagrange l; 
e um novo funcional 
L:Hx Q* R de:einido por 
L(v,ql = J(v) + [q,Bv- g] (3.2.2.2) 
onde [ • , .] e a dui'\lidade ent;~;e Q* .x Q 
A .primeira variação em (u,p} E H x Q* ê 
<L' (u,p} I cv;ql > = < J' tu} ,v'> + ['?,BVl + r-q,Bu-gl 
H X Q* 
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(3.2.2.3) 
onde <.,. > H x Q* e a dualidade entre (H x Q*l * x (H x Q*}.. 
Exigindo crue (u,p} seja tal crue < L'(u,p},(v,al> se - " .. anule 
para todo (v, q) E H X Q* obtemos a formulação variacio-
nal; 
< J 1 (ul,v> + [p,Bv] =O yEH 
[a ,Bu-g] ~ O q E Q* (3.2.2.4) 
onde a pr.irreira rorrp:mente u é a solução do problema com restrições. 
3. 2. 3 - -o ·pr·oblema de .Stokes 
Consideremos fluxo bidirnensional de um fluido irncornpressi 
vel newtoniana fluindo lentamente; se o dominio do fluxo é regular e 
limitado, energia total é 
' 
l3.2.3.ll 
sendo V é a velocidade 
grrle assumiiros que :;; I r =O, e 
Neste caso, o espaço das funções admis"S-fveis· é 




o crue significa nue o operador de restrições· B está dado por: 
+ + 
Bv = í!. v , B: (Bl (!l)) 2 -->L2(!l) 
• 
e podemos tomar Q = Q* = L2(!l), e então 
+ t~ + + [ CT ,Bvj = v.v dx = (q,Bvl 
+ - L 2 (!l) onde (q ,Bv) e o nroduto interno em • ' 
mente regular 
+ tv + dx [ CT ,Bv] = q.v . 
. 
' 





Para a formulação do método dos multinlicadores de Larange intro-
duzimos: 
L: (.Hll!l)l 2 X L 2 (!ll--
o 
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L lv,ql -> = Jlvl + [ q,Bv! (3.2.3.5) 
considerando a primeira variação e a co~dição necessária para pon 
-> 
to critico, a· valor estacion!irio de L em (u,pl E H X Q deve 
satisfazer o sistema: 
I 
-> -> 
n ~Vu:Vv dx -
-> 
V. v dx 
-> v e 
cr E Q 
(3.2.3.6) 
(3.2.3.7) 
e se u e p são suficientemente regulares, viá fórmula de 
Green obtemos a formulação clâssica do problema 
-> 
..,.li .1.u + V!? = f 
-> 
V.u = O em n (3.2.3.8) 
-> 
u = o em a n 
o multiplicador de Iagrange tem uma interpretação fÍsica: é a pre~ 
são do fluido; r:rue ê determinada menos de urna constante. 
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'3. 2. 4 - APROXIMAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS 
O método dos elementos finitos baseado nas formulações por 
multiplicadores de Lagrange sào chamados de métodos de elementos 
finitos mistos. Nesses metades procede:mos de maneira usual, cons-
truindo subes-paços de dimensão finita ~ de oh 2 Qh l e de H • 
A única peculiaridade nesta f.armul ação • devemos- aproximar e que 
em cada elemento a solução u e o multi~licador de Larange. 
- '{+ } h h A nossa aproximaçao consiste em achar ~'Ph E H x Q tal 
que: 
dx + (3.2.4.1) 
(3.2.4.2) 
Para que o problema discreto nao apresente problemas de esta 
bilidade e convergência ("_!uando h + O ·os subespaços de aproxi 
maçao e Qh devem ser escolhidos de tal maneira que satis-
façam uma condição de compatibilidade. Essa condição, que é um re 
querirnento critico para a estabilidade do ffiétodo,é a satisfação 
da ine~uação de BABUSKA-BPEZZI. 
Para esse fim, as a!:'lroximações- da velocidade e da pres-
são ph devem ser constru.I.das s·eguindo as seguintes regras: 
a: -· na construção da malha podem ser usados elementos S1 e 
trian 
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gulares ou retangula~es. 
b. - as a!lroximaç8es para a veloc,tdade e a :rres_são devem ser con~ 
formes cc01 . 
c. - i) s-e o elemento é triangular (uh,vhl são p:>linomios quadrâtiOOs 
JX)r oartes ronnletos em x_,v e ~ @ linear. 
iil se o elemento é ~uadrangular, (uh,vh) sao produtos tenso-
riais de p::>liOOrnios r:ruadrâticos e ph é bilinear. 
O esqUema da aproximaçào usado neste trabalho estâ ilustrado 
na figura abaixo: 
o 
Pode ser mostrado que as velocidades de convergência sao de 
ordem Ótima com esta escolha. 
3. 3 .1 - QUADRADOS MÍNI.MOS [ 6 ] 
- ~, 
! (, ' 
·-
ri·chle·t não -linear. 
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A fim de introduzir o método para a soluçào de problemas nao 
lineares em mecânica dos fluidOs, consi_deraremos prime.tramente um 
problema mais s·imples: o problema de D.:trichlet não linear, c;.ue s~ 
rã formulado usando o método. dos n-uadrados mi.nimos- juntamente com 
o método do gradiente conjugado. 
O problema modelo oode ser colocado assim:- achar 
tal que: 
-li~- T(u) = O em !l (3.3.1.1) 
u = o em an 
com T:H~(!l) H-1 Clll; onde e um onerador nao linear e •• 
H-1 (n) é o dual topológico de 
uma formulação deste problema por auadrados mínimos renuer 
ry,ue a função u minimize o resíduo num conjunto dê· f~ões admissí-
veis da equaç00(3.3.1.1} na norma L
2
, o que é· equivalente a: 
rnln 
V E V 
onde v é o espaço das funções admissíveis. 
Introduzimos uma nova variável ~ através de= 
-li~= T(v) em !l 
' = o em an 
(3.3.1.2) 
(3. 3.1.3) 
A expressao (3.3.1.2) pode ser escrita como: 
m1n 




onde Ç ê uma função nào linear de. v, definida por 
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(3 •• 1.4) 
(3 .• 1.3). 
Esta formulação, de acordo com o indicado em [ 4] , conduz a 
problemas de convergência, devido 
definição de Ç não ser anronriada. 
a norma escolhida com a 
Uma alternativa, ainda usando quadrados mínimos, seria consi 
der ar 
onde 1; (v) ,i; E é introduzida através de: 
= f!.V + T(V) 
f; = o 
se definimos a J: H 1(0}---~ R como: 
• 




(3.3 .• 1.6) 
(3.3.1.7) 
a formulação acima será equivalente a: 




-~ara resolver este problema é indicada uma variante do método dos 
9radi_entes conjugados. Numa etapa dés-te algoritmo (a corresponde~ 
te à construção da nova direção de descidal é necessário resolver·· 
um Problema de Pois-son; dai ser muito importante ter um eficiente 
11 resolvedor1' da equação de_ Poisson. 
3.3.1.2 -·Solução para ·as EcruaçBes· ·de -Navier--stokes 
Consideremos agora o problema não linear· que surge das 
equações de Navier-Stokes. Para o caso estacionário e bidimensio-
nal temos: 
.. .. .. 
f 1 -~· l>u + Vp + pu. vu = 
> em n (3o3o2ol) .. 
Vou = o J 
.. .. 
u = g em an 
uma formulação pelo método dos quadrados mínimos e: 
Achar 
.. 
u E tal oue 
.. .. 






'{~+ (1 2 +- -+-+ M = V jv E H (n) ) , V. V = O , v - <J 
g 
em a n} 
sendo 
(3.3 .2.3) 
t6h - definido onde e por; 
+ + + + 
1 1 -]161; Vp - -~.llv + PV. Vv 
>" em -n (3.3.2.4) 
+ 
V.t; = o J 
( = o em a n. 
Podemos perceber que ~ é obtido resolvendo este problema de 
Stokes e que esta formulação é uma generaiização do problema de 
Dirichlet não linear apresentado anteriormente. 
Novamente se propõe o método dos gradientes conjugados. Em 
cada iteração devemos resolver vários problemas de Stokes: logo , 
precisamos de um eficiente "resolvedor 11 do oroblerna de s·tokes. um 
método para resolver o problema de Stokes pode ser encontrado em 
6 l . . Este método consiste em achar a soluçâo de um número 
finito de problemas de Dirichlet e a solução de uma e~uação inte-
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gral com valores na fronteira. Este m9todo ~de ser implementado 
usando elementos finitos. 
3 • 3. 2 ~ FORMULACli:O CO}<l Dl:VER~CIA LJ:VRE [ 7 ] 
Nas formulações variacionais, a condição de continuidade 
... v.u =o deve ser satisfeita, alem das equações de momento e 
energia. Essa equação po-de ser considerada corno uma restrição e 
assim é re0:uerido a·ue as soluções admiss.i.veis 
çam. 
Definimos o es~aço M (n} , subespaço de 
• 








Colàcamos,corno é usual, a formulação variacional, para urna 
função teste 
... 





íl.v =O e temos: 
dx (3.3.2.1} 




na aual temos somente como incó9nita o vetor de velocidade, já 
que o termo c:r.ue continha a press-ão n é mul t$..EJlicado por + v.v 
e se anula automáticamente. 
Para resolver o problema aproximado por elementos finitos de 
vemos construir um subesflaço de aproximaç&> M
0 
h(Ol c MO (!1) usan-
do polinornios por partes tal aue + v.'\,=o. 
A satisfação de imnlica a necessidade de usar 
elementos especiais e esta ê a maior dificuldade do nonto de vis-
ta da programação e cálculo. 
3 • 3 • 3 - ~TODO DE PENALIDADE [ 7 ] 
A formulação da divergência livre ê feita so-
bre um espaço M0 no oual o campo de velocidade deve _satisfazer 
+ 
V.u =O, com a vantagem que a oressao é eliminada, mas com a di-
ficuldade na construção do subespaço de aproximação M0 que deve 
ser de uma classe especial. Na formulação dos elementos mistos 
a oondição de imcompressibilidade_ é colocada introduzindo um mul 
tiolicador de Lagrange {acrescentando uma incógnita), e a -solUção 
fica em termos do par velocidade-pressão(urp} o 
Na formulação por ?enalização temos uma técnica, que respe! 
tando a restrição ,fornece uma solução sem a necessidade do cálcu-
lo da pressão, reduzindo assim o número de variãveis e sem o uso 
de elementos especiais com divergência livre. A restrição é colo-
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cada na formulação atraves de um termo de ~en~ltdade. 
No problema de Stoke's. uma escolha a.p:r;op;r;-iada.. !?ara um ;e'unc,i.o..-. 
nal de. penalização e a seguinte: 
+ 
P (ul = 1/2 I 
+ 2 
n (V. ul dx 
que satisfaz P > O oara valores admiss!veis· de 




e e zen:> se 
Consideremos o funcional ~ue define a energia total do siste 
ma (3.2.3.1} no ~ual acreScentamos um termo de penalidade: assim 
obtemos o funcional da energia penalizado 
dx (3.3.3.2) 
onde E é um parâmetro positivo. 
Igualamos a primeira variação de Je a zero e obtemos o se 
guinte problema variacional: 
e portanto,.-~se u
8 
minirniza Jt: tarrbém é solução do problema variacional. 
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A formulação aprox.:;í..Itlada de (3.3.3.3) • achar -+e ti\1 e· u aue • h 
I -+E -+ 1 I -+E -+ tf.~dx ~ 
11 
Vuh: Vvhdx + 
11
vuh v.vhdx = " Vh E Hh l3.3.3.4l E 
onde Hh c c!l cn11 2• 
Um inconvenientenara este método ocorre para valores de e: 
peq:ueno,s. Embora o termo de oenalídade esteja adequadamente defi- · 
nido para o problema continuo, ele nãJ o é para o discretn. As condi-
çoes impostas no funcional -+ P(u) o define corno sendo semidefinido 
. + 
positivo (P (u) > O + se V.u =O -+ e P(u) = O se V.u = O). Na 
passagem ao problema discreto, em geral, a aproximação para o fun 
+ 
cional P (u ) será definida nositiva e as soluçÕes 
ra zero quando E _.. ' o. 
Urna técnica, conhecida como integração reduzida crue é apre-
sentada em [ 7 ] melhora esta formulação. 
3.3.4 - FORMULACÃO VARIACIONAL PARJI. A FUNCÃO CORRENTE-VORTICIDA 
DE. [18] 
Em duas dimensões ternos uma maneira fácil de obter uma solu-
çao aproximada usando a formulação em termos das novas variáveis: 
função corrente e vorticidade _ (!J,I ,w1. 
~ E 
De fato, uma formula;,::ão·variacional para o problema. de Stokes ê:achar 
H
1
(n) e w E H (n} tal aue: 
• 
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~t (Vxw.Vx ) dx = t (Ê.vx )dx E a\nt l3.3.4.1) • 
r ~n dx - t (Vx$.Vxnldx n e H1 lnl (3.3.4.2) • Jn 
Podemos obter, a partir deste sistema, a formulação aorox~rnada 
construindo os subespaços de aproximação de H1 e H1 • 
• • 
A forroulação($,w) em 3-D e feita em [18] e um tratamento 
mais extenso em [ 7 ] . 
3.4 - FORMULAC~O VARIACIONAL·MISTA PARA O ESCOAMENTO NÃO ISOT~R-
MICO. 
Colocaremos o problema com condições de fronteiras gerais. 
3. 4 .1 - Cas·o Estacionário 
As equaçoes a considerar sao, ainda na notação do cap. I 
[v.ií =o 
< V • (-o I + 2 ~-D) + f = 







.. .. r: u. = "'o e)l) Q 
(-p 
. 1) + 
I + 2~D)n = g em r 
< 
l 
T = To em i' • 
1) • 
VT.n = Q em rl 1 




v = o 
' s = o 
em r } 
o 




Multiplicando as equações (3.4.l.l) pelas funções testes q, 
+ v e s -respectivamente e integrando por partes (i-sto e, aplican 
do a fórmula de Green-Ostrogradskv nos termos que contêm deriva-
das de maior ordem) obtemos a formulação fraca das eauações aue 
escrevemos a seguir: 
Achar · {~, T, p} E (Hl (Q) ) 3 X Hl (Q) X L2 (Q) 
+ + 
tal que u == g 0 so 
• 
bre r T = To sobre r e<ue satisfaça ' o Q 
.q E H 1 (3.4.1.4) 
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... 
I + 2~D) : Vv dx + I: ti.vti.~ ax 
df 'f l3,4.1.Sl 
(3 o 4 .1. 6) 
3 .. 4 • 2 -· Form:ul ação- Aoroximada 
:!!! preciso definir os espaços aue serao usados na .formulação 
aproximada. Tomaremos 




go = o 













} v h = gOh sobre r • 
' 
(3.4.2.1) 
soQ:te • } sh = TOh r • ' 
(3.4.2.2) 
e são uma apropriada 
A formulação a~roximada por analogia será feita sobre os 
• 
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espaços de dimensão finita def~nidos acima. Devemos achar 
·{~, Th ,Ph } E Vgh X 5Th X Qh, tal que, 
+ 
V.uhqhdx=O 'f qh E Q (3.4.2.31 
(3.4.2.4) 
=f. Qlh shdf '<I s E SOh (3.4.2.5) 
r, 
3.4.3 -· Caso Não -Esta:c-ion.;:rio 
g possível reduzir o problema não estacionário a um Sistema 
de equações diferenciais ordinãrias, nor meio de uma discretiza-
ção espacial. 




v.u = o 
. a~ + + . 
+ t < pãt + u.vu = V.C'-PX + 2jiDl 
~c~ 
~ 






(x) em n 
+ .. 
u = g0 (x,t) em r o 
u + 
(- pi + 2~D)n = g1 (x,t) em rl 
< 
'l'(x,O) = O (x) em n 
• 
T = T 0 (x,t) em r o 
u o1 (x,tJ 
• 
VT.J?. = em rl 
Procedendo de maneira similar ao nue foi feito para o proble 
ma estacionário obtemos uma forma semidisc~étizada(no espaço) des 
te :r::>roblema: 
achar'{\ (t), Th (t), ph (t)) E Vgh (t) X S'l'h (t) X Qh 




com v 9h (t) 
STh ( t) 
sendo 
+J glh(t).~h df v 
r, 
+ . r p 
cp 
Jn 
sh dx =f. Qlh(t) sh df 
r, 
' { ... :;h I r 
... 
= V E vh, = g0Jtl l h 
o 
-' { E S 












g0 (x,tl' T0 lx,tl, g (x,tl e Q (x,tl e sendo 
dados do problema onde a 
aproximaÇão de de 
Para obter o ~roblema to~almente aproximado devemos fazer 
uma conveniente discretização no ·tern!?o; assim o teremos em uma 
forma computacionalmente adequada. Com esse fim sao pro-
postos diferentes esquemas dos quais apresentamos a:.seguir o esque-
ma semi-impl!cito de Cranck-Nicholson. 
óad:> ' 
para n > O, obteremos a nartir de resolvendo 
o sistema seguinte: 
J
nv .. uhn+l/2 
" rrh dx = O (3.4.3.5) 
f 
->n+l/2 v+n+l/2 + dx + P uh • uh .v h 
n 









VThrl/2 " dx = I Qn+l/2 h "' 5h 'lh 
' r, 
l3.4.3.7l 
com . { ~n+l/2 Tn+l/2 n+l/2 } E "n+l/2 8n+l/2 ~ uh ' h ' !'h ... h X Th X 
sendo: 
~n+l/2 l/2 t ~~+l ~n uh = + uh l 
u+l/2 l/2(Tn+l· n 
Th. = + Th) h 
n+l/2 = l/2 (nu+l + _nl D ?h "h ,, h 
e 
·vu+l/2 = vg_h((n+ l/2) H) gh 
8n+l/2 = STh((n + l/2)at) Th 
usando as relações: 
e 
= Tn + 2 (Tn+l/2 h . h 
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Podemos eliminar e ~ das eq;uaçoes (3. 4 • 3. 6) e 
[3.4.3.7). 
O esn:uema apresentado _tªm um erro de truncamento de O L1t2) , 
e é incondicionalmente estável. 
I 
CAPlTULO IV 
4 .l - A RESOLUÇÃO DA FORMULAÇ'jiO APROXIMADA P]\RA O CASO ESTÁCIONÁ-
RIO. 
Seja 'hh} urna fam!lia de triangularizações de Õ tal que 
fi = e consideremos os seguintes subespaços de aproxima-
-çao 
V - . { ~v E (CO (!2) ) J, v_. J· E h - h h T 
v gh = · { ;j:h E v h' ~h = sobre 
V Oh =·{ 
~ 
v h E vh, 
~ 
v h = o sobre r 0 1 
sh = { sh E c
0 (fi) ' shJ'!' E P 2 ,vll' E Thl 
8Th 
=. { s E sh, sh = TOh sobre r 0 1 h 
sobre r l o • 









que representam a força de contato e o fluxo de calor na frontei 
ra respectivamente são ignorados. Eles serao calculados e coloca 
dos na fase da resolução computacional, no momento de impor as 
condições na fronteira~ 
De acordo com ·O's espaçar;; apresentados acima, as componentes 
da velocidade e a temperatura serão escolhidas como funções de 
interpolação' ·lagrangianas biquadráticas e a pressão por bilinea-
res, as quais serão definidas numa outra seção. 
Assim, em cada elemento teremos as seguintes expansoes 
"h - u.$. ; v h - v.$. ; wh - wj$j . T· - Tj$j ; ph - pkl;k J J J J ' h 
onde Tj' valores das variáveis -uj, v.' wj, pk sao os nos nos J 
e $j e f;k as funções de interpolação já mencionadas. 





sh e as componentes de -sao tornadas iguais a e 
-Utilizando-se das expressoes em coordenadas polares descri-
tas no Capítulo II e considerando-se as substituições acima, on-
de assumirá em (4.1.1) consecutivamente (!1>
1
, O, O) ,(o,cp
1
,D) 






( 'Li! . 
~ v j a rJ 
1 r: Pk<k 












2 'Li!· 1 +p (uj$j ar) J J r 
r drdz = O 
v. 
J 
~·H· a rJ 
. 'Li! . 
P (ujvj$j arJ 
'Li!· + wjvj~j az) ) $i + 
1 a $i $ 'Li! . rdrdz - - vj$j) ar = r +~vjjazJ 








rdrdz = O (4 .1.6) 




onde 1 ~ i, j, e ~ N, 1 _2 k < M. 
Assim, temos um sistema algébrico nao linear aue pode ser 
escrito numa forma mais condensada. 
1 
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= -E(i,k)pk + ~ [C(i,j)~. + A(i,j) w. + B(i,j)w.)] + 
J J J 
+ gS ZA(i, j)Tj + g z(i)] =O (4,1,8) 
F 2 (i)=~[A(i,j)vJ. + B(i,j)v. + CC(i,j)v. - CC(j,i)v. + ZQ(i,j)v.]+ J J J J 
(4.1.9) 
F 3 (i)=-D(i,k)Pk + 2~A(i,j)u. + ~B(i,j)u. + ~C(j,i)w.+2~ ZQ(i,j)u.+ . J J J J 
+pZBk(i,j,~)u.u + PZBZ(i,j,JI.)w.un- P ZH(i,j,Q.)v.vn=O 
J2 J" J" 
(4.1.10) 
F 4 (i) = pc [ZBR(i,j,2)u.T + ZBZ(i,j,.e.) wJ.T,] + p J 2 " 
+ p [A(id) + B(id)] T
2 
.=O (4 .1.11) 
(4.1.12) 
onde, por exemplo 
ZQ(i,j) =t 
e 
as outras expressoes estão dadas no apêndice. 
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onde N é o número de nós da malha e Mo número de vértices. 
Portanto existem(4N + M) equaçoes e incógnitas, e este é o siste 
ma que deverá ser resolvido; para isto utilizamos o método de 
Newton. 
seja~= (ui,vi,wi,Tí,pj) e F= (F1 (i),F2 (i),F3 (i),F4 (i),F5 (i). No 





X resolvendo-se o 'sistema 
•k -J(x ) e a matriz jacobiana de 
sim os coeficientes de J 
A matriz J tem a seguinte expressao: 
.. • • • 
F lu Flv Flw FlT 
• .. • • 
F2u F2v F2w F2T 




F4u F4v F4T 
Fsu 
• • • 
Fsv Fsw FST 












onde, por exemplo 
F
4
T = k (A+B) + p (ZBR u, + ZBZ w .) • 
cp J J 
Os outros coeficientes são dados no apêndice. Em cada iteração a~ 
triz J é preenchida percorrendo a malha, elerrento J_:Or elenento utilizan-
do-se o método frontal,que será descrito posteiíormente. 
4.2'- AS FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO 
Os cálculos dos coeficientes em 4.1.8 - 12 nao sao feitos 
sobre cada elemento real da malha ll e mas num elemento 




Particularizando para o caso de cruadriláteros temos: 
~ 1 <x,nl = (l + xl (l + nl/4 
xl(l+nl/4 
<3 <x.nl = (l- xl (1 nl/4 
t; 4 <x·nl = (1 + xl (l nl /4 
~ 1 <x.nl = x (1 +xln (1 +nl /4 
~ 2 <x.nl = -x<1-xln(1+ nl/4 
~ 3 <x,nl = x (1 - xl n (1 - nl/4 
~ 4 <x,nl = -x<1 + xl n (l- nl/4 
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~s<x , n ) = (1 - X 2) n (l + nl/2 
~6<x, n > = -x<1 - x> l1 - n
2> /2 
~7 <x• n = - (l - x
2l n (1 - nl /2 
~s<x ' n = xl1 + x> l1 - n
2l/2 
oom,as seguintes propriedades: 
~.lP.) =B .. 
J ~ ~) 
O elemento real e o elemento padrão estão relacionados me-
diante a seguinte transformação que leva (x, n) em (x, y) 
r X = xiÇi(x, n> 
< 
I y = viçi<x, nl 
onde (x., v.) sao as coordenadas dos vértices de n. Um elemen-
1 -1 e 
to definido por (4.?..1) chama-se de elemento subparamétrico. 
As derivadas que aparecem nas integrais podem ser transfor-
madas usando a regra da cadeia e essas integrais sao relaciona-
das às integrais no elemento padrão corno segue: 
• 
onde 
t f(x,z)drdz = tf(x(x,nl,y<x,nl [J[dxdn 
e 
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Finalmente as integrais serão calculadas usandO-se urna quadratu-
ra gaussiana- de q pontos·, cuja configuração é mostrada abaixo: 
/15 
n= 5 
n = o 
n=- /15 5 
(-1 
j = 3 
j = 2 




- -- ...._ --1-
p~ I ! 111 -~
- --~-t---1~1"' 
~ ~~~ - t---1 -
I I 
X 
( -1 ,-1) I I (1 ,-1) 
Se Wi e Wj são os pesos e {Xi , Tlj) os p:>ntos de quadratura, a 
integral de uma função g(x,n> é calculada através da expressão 
seguinte; 
l_ < i, j < q -
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4 • 3 - O ~TODO FRONTAL [ 8 ] 
O método frontal pode ser usado para a resolução de siste-
mas não simétricas que aparecem em algumas aplicações do método 
dos élementos finitos com valor na fronteira. O método está ba-
seado na eliminação gaussiana e tem vantagens sobre os -métodos 
que usam a estrutura de banda em relação às exigências de memó-
ria e tempo de computação. 
A técnica, desenvolvida inicialmente por Irons,[ 23] é rruito ef~ 
tiva para a resolução de matrizes definidas· positivas obtidas 
através dos elementos finitos. 
Como em nosso caso, apresentam-se matrizes nao simétricas , 
onde não é possível garantir a estabilidade da decomposição LUi 
então deve-se procurar uma forma de pesquisar nas colunas e 
linhas para estabelecer o pivô no processo de eliminação. Assim 
mesmo o conceito do frontal será usado e a técnica descrita tem 
um comportamento similar ao problema simé~rico. Entre os fatores 
que destacam o método indicamos: a quantidade de armazenamento e 
a busca do pivô. 
Na eliminação gaussiana é desejável, para a precisão e esta 
bilidade, aue todas as entradas da matriz armazenada fiquem dis-
poníveis para a procura do pivô; os requerimentos de memória, p~ 
ra este processo, fa~ proibitivo este esquema. Se aceitamos alg~ 
ma forma de restrição para a escolha do pivô, obtemos urna solu-
ção de compromisso que consiste em reter uma parte da matriz nu-
, 
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ma fase do processo e fazer a escolha do pivô nesta parte. com 
esta estratégia é usado o método frontal. 
Embora· complexas, as rotinas frontais sao preferidas 
mais rápidas e os requerimentos de memória sao menores compara-
dos às rotinas de banda; além.disso é desnecessário um rigoroso 
esquema para a enumeração dos nós. 
A rotina frontal começa fazendo a montagem das matrizes de 
rigidez por elemento; logo após dessa montagem, dentro de uma 
parte de uma matriz completa é feita uma busca do pivô apenas en 
tre as linhas e colunas tenham sido totalmente somadas, isto -e, 
linhas e colunas que não terão mais contribuições adicionais nas 
montagens posteriores. A línpa do pivô é usada para a eliminação 
e armazenada num disco; segue uma nova montagem e posterior eli-
minação. Quando todos os coeficientes são eliminados a solução é 
obtida por retrosubstituição. 
Para descrever esquematicamente o procedimento considerare-
mos uma malha quadrangular; numa etapa qUalquer ternos: 
3 6 9 12 
2 5 8 11 
1 4 7 lO 
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= fronte ------ próxirro elemento a ser montado 
D variáveis des·a ti vadas 
• variáveis ativas o variáveis inativas 
Apenas as equaçoes dos elementos montados que nao foram .to-
talmente somadas permanecem na memória(que contém as variáVeis 
ativas) , as quais definem o fronte. As equaÇões atrás do fronte 
foram elimiriadas(correspondem às variáveis desativadas), entre-
tanto, as que ficam na frente(incluirão as variáveis 
ainda não foram atingidas pelo fronte • 
inativas) 
No· presente trabalho é feito pivotamento na diagonal o que 
melhora o vaiar do pivô mínimo em 100 vezes. 
Cl\P!TULO V 
5.1 TESTES 
Contando com a facilidade de comparar algumas das solUÇõês 
calculadas com as apresentadas em [ 1 ] , foi realizado um -numero 
reduzido de testes, a fim de observar o comportamento do progra-
ma. com esse objetivo, foram escolhidos os seguintes escoamentos 
elementares: o escoamento de Poiseville, uma analogia corno com-
portamento de um sólido e um escoamento com convecção 
com solução exata. 
De forma detalhada: 
5.1.1 ESCOAMENTO DE POISEUILLE Tabela 5.1.1 




I u = v = T = o 
I 1 2 w = - r w = 1 I w = o 




w = - r 
5.1.2 SIMULAÇÃO COMO UM SÓLIDO Tabela 5 .1. 2 
66 
A temperatura é fixada, T = Te - Tm =·lO e as componentes 
das velocidades sao igualadas a zero ao longo da fronteira. Obte 
mos T = 10 e u = v = w = O em todos os nós da malha. 
5.1.3 CONVECÇÃO NATURAL COM SOLUÇÃO EXATA Tabela 5.1.3 
A temperatura varia na fronteira de acordo à seguinte lei: 
2 2 T(r,z) = 2z - r ; as velocidades são novamente nulas. A solução 
obtida é: u = v = w = O e T = 2z 2 - r 2 em cada nó da malha. 
Os testes foram realizados usando urna rede com 4 elementos, 
~ue é mostrada embaixo, com a correspondente enumeração dos nós. 
6 7 8 9 
~ ~ ~ ~ 
5 
3 12 6 15 9 
4 17 ~3 1' t 21 lO 
2 ll 5 14 8 3 
ll 
2 • • 22 l! 25 20 12 
lO 4 13 7 
l 
16 15 14 13 
numeraçao global e numeraçao dos nos na fronteira(sublinhados) • 
------- --.....-=-
ESCOAMENTO DE POISEOILLE --..... ..- ... , ... ,,... ........ *•*·~-- '•' ·-·'-'+O,..*~'-
l 
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5.2 ANÂLISE DOS RESULTADOS 
Nesta secçao, interpretaremos alguns resultados obtidos 
' 
através dos respectivos gráficos. Apenas exibiremos e faremos oo 
rnentário, encima daqueles que sejam úteis para a compreensão dos 
fenômenos de transporte, ou mostrem um comportamento particular. 
Os programas computacionais para os mecanismos básicos: con 
vecção livre, rotação do cadinho e do cristal foram implementa-
dos e executados, corno também algumas combinações, para diferen-
tes valores de temperaturas e velocidades de rotação. 
O trabalho realizada está delineado no seguinte quadro si-
. . 
nopt~co: 
A - Convecção Natural (w = w = O) 
s c 
A.l - Lateral e fundo do cadinho a temperatura constante 
. a. T = 0.5 ; b. T = 5.0 ; c • 
A.2 - Lateral do cadinho T = Te T . fundo m' 
aT 
ãZ = o 
a. T = o.s . b. T = 5.0 . c. ' ' 
B - Rotação do cadinho (Gr = O ; ws = O) 
B.l a. = 0.3 ; b. W = 0.6 c ; c. 
T = 50.0 
do cadinho 
T = 50 .o 
= 1.25 
C - Rotação do Cristal (Gr = O 
C.l a. ; 
w = O) 
' c 
b. w = 3.0 s 
D. Rotações do Cadinho e do Cristal (Gr = O) 
D.l Rotações com igual signal 
a. "'c = 0.04 
. w = 0.12 ' s 
D. 2 Rotações com diferente signal 
a; "'c = 0.012 ; w s 
= o. 04 ; w = c 0.04 
E -convecção natural e rotação do Cristal(T = 0.5 
a. "'s = 0.12 ; b. "'s = 0.15 
; w = s 
. w = ' c 




a: "'c = 0.003 ; b. "'c = 0.03 ; c. "'c = - 0.03 
Em princípio, tentou-se obter soluções para os números de Re 
e Gr indicados na bibliografia, objetivo que não foi atingido 
porque para estes valores o programa apresenta problemas com a 
convergência. 
Dado que as disc~etizações utilizadas no nosso trabalho e em 
[ 1] são diferentes, os gráficos obtidos, em alguns casos (Re al 
tos), não coincidem integralmente. A subrotina para a geraçao da 
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rede permite fazer refinamentos em regiões de maior interesse ' 
como por exemplo, nas proximidades do cristal e da superf!cie li 
vre do líquido •. Esta possibilidade não foi aprovéi tada apenas 
por limitações de tempo, causados principalmente por dificulda-
des de acesso ao sistema computacional da UNICAMP. 
Apresentaremos primeiramente os mecanismos puros. 
A - Convecção natural 
Í' = o T = 
T = 0.5 
LINHAS DE CORRENTE ISOTERMAS 
FIGURAS 4.l.a 
T 
LINHAS DE CORRENTE 
FIGURAS A. 2 .a 
ISOTERMAS 
T=O. 5 
ôT=O a z 
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O material fundido está mais frio nas proximidades do cris-
tal, o que causa que o fluido se desloque em direção ao fundo ' 
ao longo do eixo, até atingir a parede lateral do cadinho. Apre-
sentaremos oS gráficos das isotermas e linhas de corrente para 
os casos A.l.a e A.2.a. As curvas para as isotermas conferem 
com as previsões feitas, enquanto·que as correspondentes linhas 
de correntes são quase identicas. 
B - Rotação do cadinho 
T = 
T = 0.5 
LINHAS DE CORRENTE ISOTER,MP.S 
FIGURAS B .1 • a 
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A rotação do cadinho produz um fluxo centri&ugado ao longo 
do fundo, fazendo rom que o fluicb ascenda pela parede, para depois 
atingir o cristal, q.ue permanece imóvel, e cair ao longo do eixo 
formando um Vórtice que gira em sentido anti-horário. Comparando 
os gráficos B.l.a e B.l.c, é possível perceber um deslocamen 
to nas curvas de temperatura constante produzidas por diferen-
tes valores nas velocidades de rotação. O número de Grashof é nu 
lo para evitar a convecção natural, o que em termos computacio-
nais significa que a equação da energia fica desacoplada. 
C - Rotação do cristal 
. ' -3 
4 .20xl0 
T = o.s 
---------------------~ 
fiGURAS C .l. a 
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LINHAS DE COPRENTE 
T - 0.5 
ISO~RMAS 
FIGURAS B .1. c 
77 
T = O 
LINHAS DE CORRENTE 




O fluido na vi.zinhança do cristal, é impelido, radialmente, 
pa~a fora, até atingir a parede do cadinho, formando um vórtice 
que gira em sentido horário. Novamente o número de Grashof é 
igual a zero. As isoterrnas mostradas na figura C.l.a, sofrem um 
leve deslocamento com relação às da figura C.l.b. 
Agora faremos uma breve analise'sobre os mecanismos anterio 
res combinados. 
Devido a que o valor para a densidade foi diminuído, para 
oue o número de Reynolds seja baixo, muitos dos efeitos intera-
gindo entre si passaram desapercebidos. Assim a maioria dos gra-
ficos para as linhas de corrente para as isotermas mostram uma 
graride similitude, e as preanálises feitas numa forma intuitiva, 
não foram correlacionadas a esses resultados. 
5. 3 DESCRIÇÃO DAS PRINCIPAIS SUBROTINAS E VARIJ\VEIS 
Subrotina REDE 
Gera a malha# numera e calcula as coordenadas dos nos e de-
fine os índices dos nós de fronteira. 
Dados: TE, NITNR 
Entradas; ID, M, N, IDEP, DENS 
Saídas: !Pl, IP2, ICl, IC2# IC3, IC4, ICS, NNODE, NSO, NBD, 
NVAR, NELEM, INOD, IBDNOD, X, Y. 
variáveis: 
ID: índice que indica a geometria do elemento(triangulo, o quadrado) 
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M: número de elementos no eixo das abscissas 
N: numero de elementos no eixo das ordenadas 
IOEP: índice que define a aproximação inicial 
DENS: densidade do fluido 
TE: tolerância 
IPl, IP2: constantes que definem o no e elemento em que se-
rã fixada a pressao. 
ICl, IC2, IC3, IC4, ICS: constantes que definem diferentes 
-secçoes na fronteira. 
NNODE: número total de -nos 
NSO; número de - vértices nos nos 
NBD: número de nos na fronteira 
NVAR: - total de variáveis fisicas numero 
NELEM: numero de elementos 
INOD: matriz que relaciona as designações entre os nos, lo-
cais e globais 
IBNOD: vetor que indica os nós na fronteira 
X,Y: vetores das coordenadas dos nós 
Subrotina BOUND 
Introduz as condições de fronteira do problema. 
Entradas: INOD, NNODE, NVAR, N.ELEM, NSO, IBDNOD, X, Y, ICl, 
IC2, IC3, IC4, IC5 
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saídas: IBDU I . IBDV I IBDW, IBDT I IDFX, IBDF1:' ,_ IBDFZ, IBDFT , 
VALU, VALV, VALW, VALT, VALFX, VALFY~, VALFZ, VALFT 
variáveiS: 
IBDU, IBDV, IBDW, IBDT: vetores gue indicam se as respecti-
vas variáveis foram prescritas na 
fronteira. 
VALU, VALV, VALW, VALT: vetores que indicam os valores das 
variáveis prescritas na fronteira 
IBDFX 1 IBDFY, IBDFZ, IBDFT: idem para as forças de tração e 
fluxo de calor 
VALFX, VALFY, VALFZ, VALFT: idem idem 
Subrotina ECRFRO 
Produz a impressão de dados fornecidos- pela Subrotina BOUND 
Subrotina PREFRO 
Define vetores e matrizes auxiliares para o uso do 
frontal na Subrotina FRONT. 
Dados: Kl, K2 
Entradas: INOD, NELEM, NVAR 





Kl: constante que indica o número de nos por elemento 
K2: constante que indica o número de vértices por elemento 
IGLO: matriz oue indica o índice global da variável J do 
elemento I 
IE.F: Vetor que indica o elemento onde a variável I aparece 
por última vez 
IDES: vetor que indica a. destinação da variável I 
MVAC: número máximo de variáveis ativas simultaneamente 
NVEL: numero de variáv~is por elemento 
IACT: vetor que dá o Índice da variável ocupando _a destina-
çao I 
NNOS: número de nós no elemento 
Subrotina PRELIM 
Fornece os dados úteis oue interferem apenas num elemento 
para a Subrotina FRONT dando informação local da estrutura 
do elemento e das condiçÕes de fronteira desse elemento. 
Entrada: INOD, IGLO, IEF, IDES, NNODE, NVAR, NELEM, NSO ' 
IBONOO, Kl, K2, NVEL, IBDU, IBDV, IBDW, IBDT,IBDF~ 
IBDFY, IBDFZ, IBDFT, VALU, VALV, VALW, VALT, VALF~ 
VALFY, VALFZ , VALFT, X, Y 
Saldas:. IVAR, JDES, IMP, RHLOC, JEF, U, V, W, T, P, Kl, K2, 
NVEL, XV 1 YU 
variáveis: 
JDES: vetor local que resume o vetor IDES para o elemento 
JEF: idem para IEF 
RHLOC: idem para RH 
IVAR: número de variáveis por elemento 
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IMP: vetor que indica se as variáveis desse elemento tem va 
lor prescrito na fronteira 
U,V,W,T,P: vetores que contém os valores das variáveis no 
elemento 
XV,YV: coordenada dos vértices 
Subrotina MATRIX 
Calcula os coeficientes do jacobiano e o lado direito para 
cada i ter ação do método de N.ewton por integração nl.lltlérica 
das funções forma e derivadas que são fornecidas pelas Sub-
rotinas DEFUNQ e DDFUNQ. 
Entradas: U, V, W, T, Kl, K2, NVEL, X9Q, Y9Q, W9Q 
SaÍdas: FlU, FlV, FlW, F2U, F2V, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V 
F4W, F4T, F2P, F3P, F4P, Fl, F2, F3, F4, FS, GT3 




X9Q, Y9Q, W9Q: coordenadas e pesos da_ quadratura gaussiana 
FlU, FlV, FlW, F2U, F2V, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V, F4W, F4T, 
F2P, F3P, F4P, Fl, F2, F3, F4, FS, GT3, GlW, G2U, G3W: coe-
ficientes do jacobiano de Newton 
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Subrotina RAILIN 
Faz a montagem das entradas do jacobiano e o lado 'dir.eito 
do ·método de Newton em cada elemento. 
Entradas: FlU, FlV, FlW, F2U, F2V, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V, 
F4W, F4T, F2P, F3P, F4, F4P, Fl, F2, F3, F4, FS , 
GT3, GlW, G2U, G3W, U, V, W, T, ·p 
Saídas: ST, :RH 
Variáveis: 
ST: submatriz de mont.agem para o elemento considerado 
RH: lado direito de ST 
Subrotina FRONT 
Comanda todas as operaçoes envolvidas no método frontal. 
Entradas: NNODE, NVAR, NELEM, NBD, NSO, IVAR, JDES, IMP 
RHLOC, JEF, INDO, IGLO, IEF, IDES, JBNOD 
SaÍdas: Z, BUFFER, SUM, SUMMAX, VTEST, PROD 
' 
Auxiliares: ACT, ARHS, VEC, KE, INDEX, INDH1P, NELIM, NIMP, 
IMP 
variáveis: 
Z: vetor das soluções para cada iteração de Newton 
BUFFER: matriz onde são armazenadas as linhas eliminadas da 
matriz ACT; substitui armazenam em disco no VAX-11 
ACT: matriz de trabalho do método frontal; montagem e elimi 
naçao 
ARHS: lado direito de ACT 




KE: contador para as variáveis que estão sendo eliminadas 
INDEX: vetor com componentes que são os nomes das variáveis 
que irão ser eliminadas 
INDIMP: vetor com componentes que sao os nomes das 
veis prescritas que vão ser eliminadas 
vai i á-
NELIM: número das variáveis livres· que vão ser eliminadas 
NIMP: número das variáveis prescritas que vão ser eliminadas 
IMP: vetor que indica se as variáveis tem valor prescrito 
SUM: diferença entre as soluções de duas iterações de New-
ton consecutivas 
SUMMAX: o máximo de SUM 
VTEST: idem que SUM para o lado direito (valor de F(x)) 
PROD: parametro que mede a proximidade da singularidade da 
submatriz de trabalho 
Subrotina ELIM 
Elimina as variáveis que aparecem por última vez no avanço 
do frontal e armazena as equaçoes correspondentes no BUFFER. 
Entradas: IVAR, JDES, IMP, RHLOC, JEF, ACT, ARHS, MVAC,INDE~ 
NELIM 
SaÍdas: BUFFER, PMIN, PROD 
Auxiliares: KE, VEC, XMAX, IKE, PP, XXX, Pl, IK, P, IAUX 
PABS, VV, IELIM, INDEX, 
Variáveis: 
PP: elemento._ na diagonal das linhas que ser ao eliminadas 
PMIN: valor do piva·mínimo 
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' 
XMAX: vetor que contém os valores máximos, em módulo, das 
linhas de ACT 
Pl: relação entre o módulo do elemento na diagonal e o módu 
lo do máximo na linha 
. 
IKo índi-c·e que corresponde ao maior Pl entre as linhas en-
volvidas. 
5.4 PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS 
São vários os aspectos que podem ser abordados para o pros-
seguimento deste trabalho. 
Embora a formulação do nosso problema, para o caso não-esta 
cionãrio, ·tenha sido colocada inteiramenté, não foi feita sua irn 
plementação cowputacional. sua realização, completaria o conjun-
to de resultados para o problema que foi posto: a resolução de 
um fluxo não-isotérmico com convecção livre e forçada. 
No que concerne às diferentes formulações, colocadas no Ca-
pÍtulo III, a bibliografia consultada indica que a formulãção 
pelos quadrados minimos aparece competindo com o método misto,em 
relação a convergência e simplicidade na implementação. 
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una nova formulação, que não foi descrita, chamada de " uma 
formulação menos padrão", apresentada em [ 6] , têm sido abordada 
teóricamente e promete bons ·resultados~ Nesta formulação, a con-
dição de imcompressibilidade é tratada de uma forma diferente. A 
velocidade, é descomposta em duas partes, uma das quais satisfaz 
exatamente essa condição, enquanto que a outra-, que representa o 
erro, é expressa .como o gradiente de um potencial. No esquema n~ 
mérico de resolução, é necessário resolver uma sequencia de pro-
blernas de Dirichlet para o laplaciano. 
Lembrando o esquema apresentado para os quadrados mínimos , 
e considerando esta Última formulação, surge, para ambas, a ne-
cessidade de ter algoritmos eficientes para os problemas de Pois 
son e Stokes • 
A técnica de múltiplas malhas(multigrid), poderia ser in-
cluida na parte computacional, esperando-se uma melhoria na velo 
cidade da convergência para a solução. 
Como já foi explicado anteriormente;. no método frontal, a 
eliminação gaussiana é repetidamente usada, cada vez que um novo 
elemento é montado. A alternativa aaui proposta, é usar o método 
das projeções. 
No modelo físico escolhido, foram colocadas algumas hipóte-
ses que simplificavam o nosso estudo. Entre elas, urna em relação 
às geometrias da suoerfície do liauido e do cristal. De fato, o . - -
liquido em rotação formará um menisco e, o crescimento do cris-
tal produzirá uma superfície irregular; com ambos efeitos intera 
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gindo entre si. Temos um problema onde uma região do espaço,(su-
perf!cie livre do líquido e interface do cristal), chamada de 
fronteira livre, é apriori desconhecida e, sobre a qual, as fun-
ções incógnitas do problema devem verificar certas condições. 
Aliás, o problema pode ser desdobrado. No crescimento do cristal 
. 
temos um processo de mudança de fase, a solidificação do sal fun-
dido. Então, nest~ região, o problema pode ser caracterizado co-
mo ~problema de Stefan a duas fases, nas quais se procura est~ 
belecer a distribuição de temperatura. A interface, que está a 
temperatura constante é uma incógnita suplementar do problema. 
Uma introdução para o problema de Stefan com equações elíticas , 
está feita em [ 2l l. 
Já foi feito um comentário a respeito do tratamento da su-
perf!cie ~ivre do lÍquido no inÍcio do Capítulo I. 
APllNDICE I 
A.1.1 ALGUNS ESPAÇOS DE FUNÇÕES 
V, H, Q : espaços de Hilbert 
V*, H*, Q* : duais topológicos 
L2 (ll) :'{v/v é mensurável, J [v(xl[ 2 dx <=} 
ll 




(ll); i = 1, N } 
H2 (ll) { 1 a
2v E L 2 (ll); i,j 1, : v E H (ll) ; = a xia xj 
H1 (ll) ' { 1 : v E H (ll) ; v= o em au } 
o 
-1 dual topológico de Hl H : 
o 
·t N + + } Mg : V E (Hl (ll) ) ; íl. v = o ; v = g em au 
N } 
Cm(fi) : espaço das funções m-vezes continuamente diferenciá-
veis para as quais todas as derivadas até de ordem m são 
contínuas em no 
Pk : espaço dos polinomios em (x1 , x 2) de grau < k 
A.1.2 UMA TRIANGULARIZAÇÃO 
Uma triangularização de ll -e um conjunto finito de 
elementos (triangulos) tal que: 
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e ii = U T 
T E Th 
onde T - uni elemento de ' T "' o h 
• tamanho do e \, e e o 
maior lado de T. Além disso 'f Tl ,T 2 E Th e Tl I' T2 deve-
se cumprir: 
i) Tl n T2 = ~ 
11) um dos lados de um elemento T
1 
E Th está sobre um dos la-
dos dum outro elemento. T2 (nesse caso T1 e T2 sao ditos 
adjacentes} ou sobre uma parte da fronteira r de nw 
usamos a seguinte notação: 
• 
T : um elemento genérico de triangularização 
• 
a T 
A.l.3 O PRODUTO TENSORIAL 
Sejam os tensores <J e Z , o produto de duplo ponto 
definido como segue; 
o ; z 
A.l.4 A FORMULA DE GREEN-OSTROGRADSKY 
= I 
ll 




... u vv.n df 
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AP!!NDICE II 
Ao2o1 OS COEFICIENTES DO SISTEMA ( 4 .l. 8-12) 
A(i,j) . ~ __:_.:j dA 
. f a~ o a~ o 
= rar ar 
A 
B(i,j) = f /$i a ~j az ·dZ 
A 




CC(i,j)= a: ~jdA 
D(i,j) 
E (i ,j) 
A 
= f (ra ~i 
ar 
A 
=f ra~i az 
A 
Fk(i,j,k) = I ~i~j 
A 

























= J r t.~. 
atk 







~ J az 
A 
ZH(i,j,k) 
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